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3 Balkenschwingungen

3.1 Bewegungsgleichung

Die Bewegungsgleichung fur den Euler-Ber-
nouilli-Balken lautet

o*w
yax2
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Dabeiist w(x,t) die Verschiebung in z-Rich-
tungund ¢(x,?) die auf den Balken wirkende
Streckenlast.

3.2 Freie Biegeschwingungen

Freie Biegeschwingungen sind Biegeschwingungen, die der Balken ausftihrt, wenn keine
Last auf ihn einwirkt. Die Bewegungsgleichung fir die freien Biegeschwingungen lautet
also

o w
yax2
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Fur einen homogenen Balken, bei dem der Elastizitaitsmodul E, die Dichte p, die
Querschnittsflache A und das Flachentragheitsmoment /, konstant sind, vereinfacht sich
die Bewegungsgleichung zu
o'w  pAdw _
ox* EI, ot
Fir diese Gleichung lassen sich analytische Losungen angeben.

0 .

3.2.1 Allgemeine Losung
Der Lésungsansatz
w(x,t)=W (x)|asin(wt)+Bcos(wi)|

fuhrt auf
4
(d W ()~ 22w (x) |[asin(w?) + Beos ()| =0 .
dx EI,
Mit
=w? 22

EI

y

folgt daraus die Schwingungsgleichung fir den homogenen Balken:

d*w

4

—k*W=0
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Elastodynamik 2 3 Balkenschwingungen

Die allgemeine Lésung der Schwingungsgleichung hat die Form
W (x)=C sinkx+C_.cosk x+ D sinhk x+D_coshk x .
Zur Bestimmung der Konstanten Cs, C., Ds und D. missen vier Randbedingungen angege-

ben werden. Das fuhrt auf ein homogenes lineares Gleichungssystem, das nur dann nicht-
triviale Losungen hat, wenn seine Determinante verschwindet.

Die Bedingung, dass die Determinante verschwindet, liefert die charakteristische Glei-
chung zur Bestimmung von k. Wie beim Stab ist die charakteristische Gleichung eine tran-
szendente Gleichung, die unendlich viele Lésungen k, besitzt. Zu jeder Lésung gehort
eine Eigenfunktion W (x) . Wie beim Stab sind die Eigenfunktionen bis auf einen
konstanten Faktor eindeutig bestimmt und erfiillen die Orthogonalitatsbedingung

fW x)dx=0 far u#v .

Die Eigenfunktionen sind ein vollstandiges Funktionensystem, d.h. jede beliebige Durch-
biegung des Balkens kann als Uberlagerung der Eigenfunktionen dargestellt werden. Da-
mit lasst sich jede Bewegung w(x,?) , die sich einstellt, wenn der Balken aus einer
Anfangslage w,(x) mit einer Anfangsgeschwindigkeit v,(x) sich selbst (iberlassen
wird, als Uberlagerung der Eigenschwingungen darstellen:

Z W ( 0( sin(w, t)+B,cos(w, t))
Dabei gilt fir die Kreisfrequenzen

EI 1
=K’y —yZKi\/E1 —=klci
pA PYA g

mit der Wellenfortpflanzungsgeschwindigkeit ¢=v E/p des Stabes und dem Tragheits-

radius iy:\/ly/A .

Die Koeffizienten «, und B, lassen sich aus den Anfangsbedingungen ermitteln,
wobei die Orthogonalitat der Eigenfunktionen ausgenutzt wird.

Aus W(x) ZW )B, folgt: fw v(x)dx:jWi(x)dxﬁv

Aus vy(x)= a ZW w, «, folgt: fvo( x)dx = fW Jdxw , &,
0

Die Eigenfunktionen W,(x) und die Eigenkreisfrequenzen w, hangen von den Rand-
bedingungen ab.
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3.2.2 Eigenfunktionen fiir verschiedene Randbedingungen

Beidseitig gelenkige Lagerung:

p. A El
> x
z v ’ |
Randbedingungen:
2
x=0 : W(0)=0, M(0)=0 — i;fun:o
2
x=L : wmm:o,AuLyq)—>i;f(m=o
Charakteristische Gleichung:
sin(k,L)sinh(k,L)=0
Eigenschwingungen:
Sin(KvL):O : Y ! ! Grundsch "ngu

rsghwingung

szvz,v:1,2,3,...
L

)\ |EIL,
L) pA

2
w,=v'w,, v=1,2,3,...

W=

WinsL)

W, (x)=sin(k,x)=sin vn% , v=1,2,3,...

2

[w2(xa=L

=/l
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Kragbalken:

p. A El

\

Randbedingungen:

x=0 : W(0)=0, %"(opo

x=L : M(L)=0 — d;xW(L)ZO, o(1)=0 —» LW

Charakteristische Gleichung:
1+cos(k L)cosh(k L)=0
Eigenschwingungen:

Kl L - 1,8751 3 K2 L - 4,6941 e.s ! ! ! Er‘umds:hw‘ingung
k,L=7,8548, K, L=10,996

1. Oberschwingung ——
2 r 2. Oberschwingung
) T

, v=4,5,6,...
7 \%

— 2 E]y
W, =K, {|—=
pA

W, (x)=cos(k,x)—cosh(k,x)
—y,|sin(k, x)—sinh(k,x))

_cos(k,L)+cosh(k,L)

~ sin(k, L)+sinh(k, L)

KVN(2V—1

WixsL)

Yv

W%,(X)dX:L o 0.2 0.4 0.6

wiL

© Sy

Far groRe Werte von Kk, ist die folgende Darstellung der Eigenfunktionen numerisch
gunstiger:

W, (x)=cos(k,x)—y,sin(k,x)—cosh(k,x)[1—y, tanh(k, x)|
Fur v > 4 gilt in guter Naherung:

W, (x)=cos (k,x)—sin(k, x)—(sin (KVL)—cos(KVL))e_K"(L_X)—e_K"x
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Kragbalken mit zusatzlicher gelenkiger Lagerung:

p. A El

L K4

Randbedingungen:

x=0 : W(0)=0, %"(opo

x=L : W(L)=0, M(L)=0 — 4" (1)=¢

Charakteristische Gleichung:
tan(k L)—tanh (k L)=0
Eigenschwingungen:

Kk, L=3,9266, Kk,L=7,0686

K3L:10’210 I 1. Obérschwingung

. Hherschwingu

kK, L~[4v+1]—, v=4,56,...

— 2 Ely
wv_Kv
\ pA

W, (x)=cos(k,x)—cosh(k,x)
—y,[sin(k, x)—sinh(k, x)|

_ cos(k,L)+cosh(k, L)

~ sin(k, L)+sinh(k, L)

N

Wxr/L)

Yy

Wi(x)dx:L a 0.2 0.4 0.6 0.8 1

© Sy

Far groRe Werte von K, ist die folgende Darstellung der Eigenfunktionen numerisch
gunstiger:

W, (x)=cos(k,x)—y,sin(k,x)—cosh(k,x)[1—y, tanh(k,x)|

Fur v > 4 gilt in guter Naherung:

W, (x)=~cos(k,x)—sin(k, x)—|sin (KVL)—cos(KvL))ef“"(“”—e*“"x
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Beidseitig eingespannter Balken:

p. A El

Randbedingungen:
aw
dx

aw
dx
Charakteristische Gleichung:

cos(k L)cosh(k L)—1=0

x=0 : W(0)=0, (0)=0

x=L : W(L)=0, (L)=0

Eigenschwingungen:

Kl L - 4,7300 ’ K2 L - 7’8532 : ‘ : ! Grumdschw‘%ngung
K3 L = 10,996 I . Dberschwingung

2. Oberschwingung

KVLN(2V+1,%, v=4,56,...

e
pA

W, (x)=cos(k,x)—cosh(k,x)
—y,[sin(k, x)—sinh(k, x)|
_ cos(k,L)—cosh(k, L)
" sin(k,L)—sinh(k,L)

v

W(xsL)

§<

Wi(x)dx:L a 0.2 0.4 0.6 0.8 1

© Sy

Far grolRe Werte von Kk, ist die folgende Darstellung der Eigenfunktionen numerisch
glinstiger:

W, (x)=cos(k,x)—y,sin(k,x)—cosh(k,x)[1—y, tanh(k,x)|

Fir v > 4 gilt in guter Naherung:

W, (x)~cos(k,x)—sin(k, x)+(sin(k, L)—cos (KVL))efK"u*")—e*K“x
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Freier Balken:

p. A El
>
L -
Zv
Randbedingungen:
2 3
x=0: u(0)=0 — LE(0)=0, @(0)=0 ~ L¥(0)=0
2 3
x=L : M(1)=0 » T (1)=0, Q(1)=0 - ddxvf(L)zo
Charakteristische Gleichung:
cos(k L)cosh(k L)—1=0
Eigenschwingungen:
Kl L: 4,7300 3 K2 L = 7,8532 e.s Er‘umds:hw‘%ngung
Kk, L=10,996 2 2. Ooorechuinging ——

KVLN(Zv+1)%, v=4,5,6,...

.2 EI,V
w,=K,
\pA

W, (x)=cos(k,x)+cosh(k,x)
—yv(sin(Kvx)+sinh(Kvx))

_ cos(k,L)—cosh(k,L)

~ sin(k, L)—sinh(k,L)

WixrsL)

¥y

wiL

L i i H ;
J‘W?,(X)dx:L 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

Dazu kommen zwei Starrkérperbewegungen zu  k,=0 :

= X
W, (x)=1, Woz(x)zx/3z
Fir groRe Werte von Kk, ist die folgende Darstellung der Eigenfunktionen numerisch
gunstiger:
W, (x)=cos(k,x)—y,sin(k,x)+cosh(k,x)[1—y, tanh(k, x)|
Fir v > 4 gilt in guter Naherung:

W, (x)~cos(k,x)—sin(k, x)—(sin(k, L)—cos (k, L)|e " ¥4+ "
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3.2.3 Losung bei vorgegebener Anfangsbedingung

Als Beispiel wird ein ein Balken betrachtet, der mit der konstanten Anfangsgeschwindigkeit
Vo auf eine beidseitig gelenkige Lagerung trifft. Unmittelbar nach dem Auftreffen rastet der
Balken in der Lagerung ein und wird festgehalten.

Nach dem Auftreffen liegt ein beidseitig gelenkig gelagerter Balken vor.
Die Anfangsbedingungen lauten:
w(x,0)=wy(x)=0 , w(x,0)=v,=const.

Aus der Anfangsbedingung fiir die Verschiebung folgt sofort:  3,=0, v=1,2,3,...
Aus der Anfangsbedingung flr die Geschwindigkeit folgt

L L
vof sin(Kvx)dxzwvtxvf sin®(k, x)dx .
0 0

Mit
¢ [ 1 g
fsm(Kvx)dx— ——cos (k, x) ——(l—COS(KVL))
0 K, x=0 K,
und
L
fsinz(Kvx)dx=£
! 2
folgt weiter:
:ﬁl—cos(KvL):%/o L 1 1= cos (vr))= 2vy 1—cos(vm)
YKy w,LI2 L vt vzwl Tw, Vv

Wegen cos(vm)=(—1)" gilt also:

4v,
, v=13,5,...

=T, v
0, v=2,4,6,...

Mit v=2u—1,u=1,2,3,... und w,=2m/T, ,wobei T, die Periode der Grund-
schwingung ist, folgt schlieBlich:

_2 Wl
w (2u—1)

O~
Damit gilt fur die Verschiebungen:
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N =, sin(k X
wx, )= avWV(X)sin(wvt):voTI%Z Sin (K3, X)

S—sin
v=1 =1 (2u—1)

X

sin|mt(2u—1)

B~

2 00
=v, I, —
’ ITrzlzZ; (2u—1)

3 Sin

2n(2u—1)2Ti)

1

Fir die Geschwindigkeit folgt:

2m(2u—12L

3

sin Tr(2u—1)%
. 4 3 2 t
w(x,t)=vy— cos|{2m(2u—1)—
xi)mrE S — o (2 >T1)
Die folgende Abbildung zeigt die Verschiebungen zu verschiedenen Zeitpunkten.
0.2 :
t/T = 0,000 ——
t/T = 0,222 ——
t/T = 0,444 ——
0.15 5] = 0.667 —— |
t/T = 0.889
0.1
0.05 |
i
* 0
4
=
~0.05 |
-0.1F
-0.15 |

-0.2 .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
AL
3.2.4 Kragbalken mit Endmasse
Betrachtet wird ein Kragbalken, an dessen frei-
em Ende sich eine Punktmasse befindet. p. A El,

Die Randbedingungen am linken Rand stimmen

mit denen des Kragbalkens Uberein: v

x=0 : W(0)=0, (0)=0

dx

Am rechten Rand gilt wie beim Kragbalken: M (L)=0 —
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Zur Herleitung der zweiten Randbe-
p. A El m

dingung am rechten Rand wird die Masse
freigeschnitten. Der Impulssatz fiir die ?' X
Masse lautet: R L oY oW

mw(L,t)=—Q(L,t)
Mit

3 3
Q(x,t)z—EIya—M;(x,t)z—EIy d I:/ (x)|axsin (e t)+ Beos (wt )]
0Xx dx

und

Ww(x,t)=—w’ W (x)|asin(wt)+ Bcos(wt))
folgt daraus:

3
o) g (L)+w’mW (L)=0
dx3

y

. EI e m . .
Mit w2:K4—2 und dem Massenverhaltnis  u=—""- lautet diese Randbedingung
p p

3
d v;/ (L)+k*uLw(L)=0 .

Die vier Randbedingungen fihren auf die charakteristische Gleichung
1+cos(k L)cosh (k L)+ px L(cos(k L)sinh (k L)—sin (k L)cosh(k L)|=0 .

Fir p=0 stimmt diese charakteristische Gleichung mit der charakteristischen Gleichung
fur den Kragbalken tberein.

Fir p—oo folgt:
cos(k L)sinh (k L)—sin(k L)cosh(k L)=0 — tanh(kx L)—tan(k L)=0

Eine im Verhaltnis zur Masse des Bal- 5 - - F———
kens groBe Endmasse hat also die glei- | L. Dberechulngung
che Wirkung wie ein gelenkiges Lager. '

Das abgebildete Diagramm zeigt den
Verlauf von « L in Abhangigkeit vom as |
Massenverhaltnis u fur die ersten
beiden Schwingungen.

kL
w

0 0.5 1 1.5 2
my
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3.3 Erzwungene Biegeschwingungen

Untersucht wird die stationare Antwort eines Balkens auf eine harmonische Belastung. Als
Belastung kdnnen Streckenlasten oder Einzelkrafte auftreten.

M |

Betrachtet wird nur die Losung mit modaler Reduktion. Die Gleichungen fir die modale
Reduktion werden aus der schwachen Formulierung der Bewegungsgleichung hergeleitet.

3.3.1 Schwache Formulierung

Zunachst wird vorausgesetzt, dass Einzelkrafte nur am Rand des Balkens angreifen. Dann
lautet die Bewegungsgleichung
o’w

y 2
0x

62
ox

pAw+——|EI =qocos Qt .

Dazu kommen die Randbedingungen an den Stellen x=0 und x=L sowie die
Anfangsbedingungen.

Wie beim Stab besteht die allgemeine Lésung wieder aus einer partikularen Lésung der in-
homogenen Gleichung sowie einer Lésung der homogenen Gleichung.

Die Losung der homogenen Gleichung kann so gewahlt werden, dass die Anfangsbe-
dingungen erfiillt sind. Sie klingt infolge der Dampfung mit der Zeit ab, so dass nur noch
die partikulare Losung bleibt. Die partikulare Lésung beschreibt das Verhalten im einge-
schwungenen Zustand. Sie hangt nicht von den Anfangsbedingungen ab.

Fur die partikuldre Lésung wird der Ansatz
w(x,t)=W (x)cosQt
gemacht. Einsetzen in die Bewegungsgleichung ergibt
d2
dx*
Da diese Gleichung flr beliebige Zeitpunkte t erflllt sein muss, muss die Amplitude
W (x) die gewohnliche Differentialgleichung

aw

dx2

EI, coth—.szAWcostzqocoth .

dw
y dxz

d2

| F

(X))—QZPA W (x)=qo(x)

erfullen.

Zur Herleitung der schwachen Formulierung wird diese Differentialgleichung mit einer zu-
nachst beliebigen Funktion W (x) multipliziert und tber die Lange des Balkens integriert.
Das Ergebnis ist

FH Landshut 3-11 Prof. Dr. Wandinger
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d’w
ac| g

Partielle Integration des ersten Integrals ergibt

[ W(x) dx— Q[ p AW (x)W (x)dx=[ W (x)qy(x)dx .

Das verbleibende Integral auf der rechten Seite kann noch einmal partiell integriert
werden:

L ~ 2 L ~ 2 L 2 2
dw d aw d|dW dw aw dw
— | EI dx=| —|——EI dx — EI dx
{dxdx ydxz) {dxdx ydxz) !dxz ydxz)
~ L L ~
dw ., d&°W dZW( & w
=|——FEI - EI dx
|:dx. Yy dx2 L { dx2 y 2
Mit der Querkraft
d d W
. ==Q(x)
. W
und dem Biegemoment EI ,—-=—M(x)
gilt also:
L 2 x=L L 2 1% 2
d’ d w ~ aw aw dw
< dx=—|W(x + M(x)| +[ B2
N s {<>Q<>xo[dx<><>x:0{ydxz o

An den Randern, an denen die Verschiebung vorgegeben ist, kann nicht zusatzlich die
Querkraft vorgegeben werden. Umgekehrt muss an den Randern, an denen die Verschie-
bung nicht vorgegeben ist, die Querkraft bekannt sein.

Ebenso kann an den Randern, an denen die Verdrehung dW/dx vorgegeben ist, nicht
zusatzlich das Biegemoment vorgeschrieben werden, wahrend an den Randern, an denen
die Verdrehung unbekannt ist, das Biegemoment bekannt sein muss.

Wenn die Verschiebung W (x) so gewahlt wird, dass sie an den Randern, an denen die
Verschiebung W (x) vorgegeben ist, Null ist, und ihre Ableitung d W/dx an den
Randern Null ist, an denen die Verdrehung vorgegeben ist, dann lassen sich die Beitrage
von den Randern berechnen.

Die Randbedingungen

- O :0 -
dx 0 T odx
werden als wesentliche Randbedingungen bezeichnet. Die verbleibenden Randbe-
dingungen

W(0)=0 , W(L)=0 ,
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werden als natirliche Randbedingungen bezeichnet. An einem Rand kénnen nicht gleich-
zeitig wesentliche und natirliche Randbedingungen vorgeschrieben werden.

Damit lasst sich die schwache Formulierung der Differentialgleichung fiir die Amplitude der
erzwungenen Biegeschwingung des Balkens folgendermalRen angeben:

I ~ x=L L
[ Er dW & W prWde—[W Q,(x)[ ;- d—W(x)Mo(x) +[ W qydx
o dxd’ dx x=0 0

fur alle W (x), die die wesentlichen Randbedingungen erfiillen

Es bleibt zu untersuchen, wie die schwache Formulierung zu erweitern ist, wenn am Bal-
ken auch Einzelkrafte angreifen.

Einzelkrafte sind Idealisierungen flr Streckenlasten, die auf einen kleinen Bereich be-
grenzt sind.

Eine vorgegebene Einzelkraft kann durch eine auf einem kleinen Bereich A x wirkende
konstante Streckenlast mit der Amplitude

F,

D= Hx

ersetzt werden. Damit folgt firr eine an der Stelle x, angreifende Einzelkraft:

Xp+Ax/2

F,
fiaae= | i Lo,

—Ax/2

Wenn am Balken NF Einzelkrafte F,; an den Stellen x; angreifen, dann lautet die
schwache Formulierung:

W d&*w

2
Y d? dx—£2

EI

© Sy

© Sy

©

S
X
<
T
Ez
=
L

fur alle W (x), die die wesentlichen Randbedingungen erfiillen

Wenn die rechte Seite zu Null gesetzt wird, so folgt daraus die schwache Formulierung fur
die freien Schwingungen:

fEldede wijWde 0
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Diese Gleichung muss fiir alle W (x) gelten, die die wesentlichen Randbedingungen

erfullen. Da die Eigenfunktionen selbst die wesentlichen Randbedingungen erfullen, kann
W (x)=W ,(x) eingesetzt werden. Damit folgt:

d’ W d’w,

L

j"El dxwprWdeo

Es lasst sich leicht zeigen, dass flir Balken mit veranderlichem Querschnitt oder verander-
licher Dichte die Orthogonalitatsbedingung

L
[pAaw, W, ax=0 fur p#v
0

gilt. Damit gilt auch

L
W, d*w,

j"E[ = T vdax=0 fur p#v .
ax’>  dx’

Fir u=v folgt:

L

[ EI

0

2
dw 0
—2v) dx:wfprWidx
0

y

3.3.2 Modale Reduktion

Es lasst sich mathematisch beweisen, dass jede Funktion, die die wesentlichen Randbe-
dingungen erfiillt, als Uberlagerung der Eigenfunktionen dargestellt werden kann. Die Am-
plitude der erzwungenen Biegeschwingung kann also als unendliche Reihe

:2qu (x)

dargestellt werden. Die Koeffizienten ¢, kdénnen aus der schwachen Formulierung be-
rechnet werden, indem fir W (x) die Eigenfunktionen W, (x) eingesetzt werden.

Wegen der Orthogonalitét der Eigenfunktionen folgt:

r x=L
d’ W  [dw,
| £1, dx — QfPAdeqv W (x)Qy(x)[Z, {dx()Mo(x)
0 x=0
L N,
+IW (x) gl )dx+z W, (x,)F,;, v=1,...,0
0 i=1
0 aw,
Mit [ Er, )dx wprde
0
folgt weiter:
L x=L
=1 |dW,
W= 2lq, [ p AWdx=|W (x)Q,(x)[_, [ o (x) My (x)
0 x=0

L

+[ W, (x)q dx+ZW X)Fy, v=1,..,0

0 i=1
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Ergebnis:
Wi(x)=2 q,W,(x)
v=1
1 Q
quvl(nv)qsvl Vl(r’):l_nz) Uv:w_v
R, 1
qSV 2 L
w,, 2
[ oAWax
0 dw bl ol
x=L v
sz[wxx)Qo(x)X_o—[ )M ()| [ W), () T W, (x)F,
x=0 0 i=1

Die Koeffizienten ¢, sind die Entwicklungskoeffizienten der statischen Losung. Die
Lasten R, werden als modale Lasten bezeichnet.

Werden nur die ersten N Glieder der Reihe berucksichtigt, so ergibt sich die Naherungsl6-
sung W"'(x) der modalen Reduktion.

Beispiel: Gelenkig gelagerter Balken

Ein beidseitig gelenkig gelagerter homogener

Balken wird durch eine in der Mitte angreifende

harmonische Einzelkraft der Amplitude F,

angeregt. > X

Gesucht sind die Amplituden der Verschiebung, ~ L2 2—~
des Biegemoments und der Querkraft fir den v
eingeschwungenen Zustand. z

Aus Abschnitt 3.2.2 bekannt sind die Eigen-
funktionen

W, (x)=sin

X
VTrZ , v=1,...,©

und die Eigenkreisfrequenzen

=y
pA

2 . 2 |EI
w,=v'w, mt w,= L)

Fur den homogenen Balken gilt
L L L
[pawldax=pA[Wiax=pa= .
0 0 2

Die Eigenfunktionen erflllen die wesentlichen Randbedingungen
w,(0)=w,(L)=0 .

Fur die Momente am Rand gilt
MO(O):MO(L):O .
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Da die Streckenlast g,(x) Nullist, liefert nur die Einzelkraft einen Beitrag zu den moda-
len Lasten:

R =W,

— | F,=sin

T
v—|F
5o

Alle modalen Lasten flir gerades v sind Null. Fir ungerades v haben die modalen Lasten
den Wert =F; .Mit v=2u—1 gilt:

Rzu—lz_(_l)uFo
Fur die Entwicklungskoeffizienten der statischen Lésung folgt
2 Ry, 2 (F1VF, 1 FL’ 2 —(-1)
pALw, , PAL ] (2u-1)" EI, n*(2u-1)"
Damit gilt fur die Verschiebungsamplitude:
F, L’ —(=1)"
W)=l 25—
E[ mhim (2u—1)°
In der Mitte des Balkens gilt
F0L3i N V1(r72u—1)
El, *i5 (2u—1)*
Daraus folgt fur die statische Verschiebung in Balkenmitte:
F,L> 2 &
Ws(£ = - % 1 4
2 Ely T p=1 (2[1—1)
Zw: T

2,,, 1) 96
(s. z.B. Bronstein/Semendjajew: Taschenbuch der Mathematik) folgt weiter
L\ F,L’

2| 48EI,

QSZ/,I—lz

V1(U2H—1>Sin

(2;1—1)1'(%)

L:

2

Mit

4

w.,=W

sm N

Das Biegemoment berechnet sich zu

W 2 & (-1) .
M. (x)=—EI —F,L— —V n,,_,)sin
ol x) o (x)= TFZHZI 2p1) 1(M2,21)

Fir das Biegemoment in Balkenmitte gilt
L

MO(E =

(2[.1—1)1T£

=V
FOLAZ 1(’72u12)
=1 (2u—1)
Daraus folgt fur das statische Biegemoment in Balkenmitte:

M,, FL%Z; FLll:lFOL
i (2u—1) 28 4
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Dabei wurde die Beziehung
o0 11_2
Z:: (2u— 1) 8

benutzt (s. z.B. Bronstein/Semendjajew: Taschenbuch der Mathematik).

Die Querkraft berechnet sich zu
Qo(x)= dj‘b{ - %2

Die folgenden Diagramme zeigen die Verschiebung, das Biegemoment und die Querkraft
fur eine Erregerfrequenz 2=2w, . Die Ergebnisse sind mit den statischen Werten

w M, und Q,=F,/2 skaliert.

sm ’ sm

1(Nn3,_1)cos Qu—-1)mT=

Verschiebung WIW,,

Wl

=il

Biegemoment M /M, : Querkraft Q,/Q,

MOMs
=
o

00/0s

] i i i i 1 i i i i
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
wAL =/l

Wahrend bei den Verschiebungen eine gute Konvergenz zu beobachten ist, konvergieren
das Biegemoment und insbesondere die Querkraft deutlich schlechter.
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Beispiel: Kragbalken mit Endlast

Ein homogener Kragbalken wird durch eine am
freien Ende angreifende harmonische Kraft der
Amplitude F, angeregt.

Gesucht sind die Amplituden der Verschiebung, |
des Biegemoments und der Querkraft fir den |
eingeschwungenen Zustand.

Aus Abschnitt 3.2.2 bekannt sind die Eigen-
funktionen

W, (x)=cos(k,x)—cosh(k,x)—y, sin(Kvx)—sinh(Kvx))
_cos(k,L)+cosh(k,L)

Y= sin(k, L)+sinh(x, L)

mit
Die Werte von «, sind Lésungen der charakteristischen Gleichung

1+cos(k,L)cosh(k,L)=0 .

Die Eigenkreisfrequenzen berechnen sich zu

— 2 Ely
W, =K A\[— -
v v pA

Fir den homogenen Balken gilt
L L
[pAaWldx=pA[Widx=pAL .
0 0

Die Eigenfunktionen erflllen die wesentlichen Randbedingungen
aw.,
dx

Am freien Ende des Balkens gilt
My(L)=0 und Q,(L)=F, .

Damit berechnen sich die modalen Lasten zu
R,=W,(L)F, .

W ,(0)=0, (0)=0 .

Fir die Verschiebung am freien Ende gilt:
cos(k,L)+cosh(k, L)
sin(k, L)+sinh (kL)
_[cos(k,L)—cosh(k,L)|[sin(k, L)+sinh(k,L)]
B sin(k,L)+sinh(k, L)
|cos(k, L)+cosh(k, L)|(sin(k, L)—sinh(k, L)|
sin(k,L)+sinh(k, L)
_ —2cosh(k, L)sin(k, L)+2cos(k, L)sinh(k, L)
B sin(k,L)+sinh(k, L)

W, (L)=cos(k,L)—cosh(k,L)— |sin(k, L)—sinh(x, L)

Unter Benutzung der charakteristischen Gleichung folgt zunachst
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inh(k, L
cosh (k, L)sin(k, L)—cos(k, L)sinh(k, L)=cosh(k,L)sin(k, L)+ sinh(k, L)
cosh(k, L)
Mit
h’(k,L)—1  sinh(k, L
sin(k,L)=% 1—COSZ(KVL):i\/1_+:i\/COS (:V ) _, sin (k,L)
cosh’(k, L) cosh®(k, L) cosh(k L)
folgt weiter
inh(k, L
COSh(KvL)sin(KVL)JrM:isinh(xvmﬂanh(xvm _
cosh(k, L)

Entsprechend gilt fir den Nenner
sin(k,L)+sinh(k, L)=x+tanh(k,L)+sinh(k, L) .

Das positive Vorzeichen gilt flir ungerade Werte von v und das negative fir gerade Werte.
Damit ist gezeigt:

w,(L)=2(-1)"
Die Entwicklungskoeffizienten der statischen Losung lauten also
L2CUF, 1B (1)

qs, -
w, PAL  El, (kL)
Damit folgt fir die Verschiebungsamplitude:
FoL’ & (1)

2.

E[y v=1 (KVL)4
Am freien Ende des Balkens gilt
FoL3 N Vl(nv)

2

EIY v=1 (KVL)4
Daraus folgt fur die statische Verschiebung am freien Ende:
F,L’ 1 F,L’

00 1 _
EI ; (k,L)* 3 EI

y

W(x)=2

W(L)=4

W, .=W.(L)=4

y
Das Biegemoment berechnet sich zu

’w
dx_Z

y

__ v (=1)
(x) ZFOL;(KVL)2V1<HV)

mit
a’w,
dxz

(X):K?,[—COS(KVX)—COSh(KvX)-l- yv(sin(Kvx)vLsinh(Kvx)” .

2
Mit e *(0)=—2«> folgt fur das Biegemoment an der Einspannstelle:
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M,(0)=4F LZ

v]K

Fir das statische Blegemoment an der Einspannstelle gilt also:

Msmax: _FOL

Die Querkraft berechnet sich zu
aM, & (—1) 1 d°W
X —-2F V.(n,)— ~(x

Q,(x)= dx O;KVL 1’7K3 dx3()
mit

W, . s .

- (x)=x, SIII(KVX)—Slnh(KVX)—i-yv(COS(KVX)—FCOSh(KVX))] )

An der Einspannstelle gilt:
o0 _1 v
0)=-47,% "L v (n,)y,
v=1 KVL

Daraus folgt fiir die statische Querkraft an der Einspannstelle:

_1)
yv:FO

Q=—4F3 "

Die folgenden Diagramme zeigen die Verschiebung, das Biegemoment und die Querkraft
fur eine Erregerfrequenz 2=2w, . Die Ergebnisse sind mit den statischen Werten
w M. und Q. skaliert.

smax o

Verschiebung WIW,,,. : Biegemoment M,/M ,

0 . . : — 0.6

b/ Wsma
o
N
o

MO /Msmas
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Querkraft Q,/Q, :

Q0/0s

wAL

Wie beim beidseitig gelenkig gelagerten Balken kann beobachtet werden, dass die Ver-
schiebungen gut konvergieren, wahrend Biegemoment und Querkraft deutlich schlechter
konvergieren. Die Querkraft konvergiert am schlechtesten.

3.3.3 Statische Korrektur

Die Beispiele zeigen, dass die Verschiebungen sehr gut konvergieren. Das Biegemoment
konvergiert schlechter und die Querkraft sehr schlecht. Am freien Ende des Kragbalkens,
an dem die Last angreift, konvergiert die Querkraft nicht, da dort die Querkraft fir alle
Eigenfunktionen verschwindet.

Wie beim Stab lasst sich das Konvergenzverhalten durch eine statische Korrektur deutlich
verbessern. Als Ausgangspunkt dient die Differentialgleichung

d’ aw
a2\ ax

fur die Amplitude der erzwungenen Biegeschwingung.

EI =qo(x)+Q*p AW (x)

Wie beim Stab lasst sich aus dieser Differentialgleichung eine verbesserte Lésung
w™(x) ermitteln, indem auf der rechten Seite der Gleichung W (x) durch die durch
modale Reduktion gewonnene Naherungslésung W'Y (x) ersetzt wird. Aus der ver-
besserten Lésung fir die Verschiebung lassen sich dann durch Differenzieren verbesserte
L6sungen M(OAC’)(x) flir das Biegemoment und Q(O]Z)(x) fir die Querkraft ermitteln.

Zur Ermittlung der verbesserten Verschiebungen muss viermal integriert werden. In der
Regel sind die Verschiebungen jedoch so gut, dass keine Verbesserung nétig ist. Es ist
daher zweckmaRig, die verbesserten Losungen flir das Biegemoment und die Querkraft
direkt zu ermitteln.

Mit
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lautet die urspruingliche Differentialgleichung

d*M
720:—%(35)—92/314”/(36) :
Mit
dM
Qo(x)= dxo(x)
folgt daraus weiter
dQ,

— o (x) ==y (x) -2 p AW (x) .

Daraus lasst sich eine verbesserte Lésung Q(O]Z)(x) fur die Querkraft ermitteln, indem auf
der rechten Seite die Naherungslosung W'"'(x) eingesetzt wird:
dqQl;
dx
Zur Berechnung der verbesserten Lésung fiir die Querkraft ist also nur eine Integration er-

forderlich. AnschlieRend kann eine verbesserte Losung M(O’Z)(x) flr das Biegemoment
durch Integration von

M,
dx

berechnet werden. Die bei den Integrationen auftretenden Integrationskonstanten werden
durch die Randbedingungen festgelegt.

(x)==g,(x)= Q2 p AW™(x)

(x)=Qqt (x)

Das beschriebene Verfahren besteht darin, Querkraft und Biegemoment aus dem dyna-
mischen Krafte- und Momentengleichgewicht zu ermitteln, wobei flir die Tragheitskrafte
die mit modaler Reduktion gewonnene Naherungslésung verwendet wird. Das Verfahren
wird daher als Modal Acceleration Technique oder Load Summation Technique bezeich-
net. Es wird z.B. in der Aerolelastik verwendet, um die Schnittlasten in einem Tragfllgel
unter dynamischer Beanspruchung zu ermitteln.

Beispiel: Gelenkig gelagerter Balken

Fur den in Abschnitt 3.3.2 behandelten beidseitig gelenkig gelagerten homogenen Balken,

der durch eine in der Mitte angreifende Einzelkraft angeregt wird, gilt fur die Verschie-

bungsamplitude:

_F L’ 2 & —(-1)
E[y 1T4 u=1 (211—1)4

Anstelle einer Streckenlast greift eine Einzelkraft an, die bei der Integration mit Hilfe des

Foppl-Symbols (x| beriicksichtigt werden muss. Firr die verbesserte Querkraft folgt da-
mit:

W™ (x)

Vl(nzl,_l)sin

(2u—1)n%) mit N=2M—1

0
Q(O]Z)(x):—<x—§> Fo—Qp A [ w™(x)dx+C,
Die Stammfunktion der Verschiebungsamplitude berechnet sich zu
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F,L* 2 & (—1y
IW(N)(x)dx: d % ( )3V1(n2u_1)cos (2u—1)rr£
EI, =i (2p—1) L
Damit gilt fiir die Querkraft:
0 4 M
2F,L —1)
Q(&[)(X)Z—<X—£> FO—QZpA 05 =1 =V (ny,_)cos Qu-1)m= +C,
2 El, m =(2u-1) L
Eine weitere Integration fuhrt auf das Biegemoment:
2F, > (—1)
M<ODC’>(x):— x—£>FO—_Q2 pA 06 (—1) 6V1(’72H_1)Sin (2u—1>7T£
2 El, w5 (2p-1) L
+C,x+C,

Die beiden Integrationskonstanten werden aus den Randbedingungen M%’?(O):o und
MY(L)=0 bestimmt.

Aus MY(0)=0 folgt: C,=0
F
Aus M<01Z><L):0 folgt: —§F0+C1L:0 R C1:7°

Mit
pA_Ky _(2u-1'r'

2 2 4
EIy w, Wy,-1 L

und r’;,u—lVl(nz;:—l):vl(rhu—l)_1
folgt schliellich:

(N) Fo _ _£ 0_4 < (_1)u _ . X

Qo (x)=—"|1 2<x 2> —TFNEZIZH_I(VI(nz,H) Ljcos| (2u-1)m

Wy Fol|x ,lx 11 8 < (=1) 1l X
M, (x)= 4 2L 4<L 2> 7T2u§—1(2u—1)2(V1(n2H1) 1|sin| (2 u 1)7TL

Im Gegensatz zur gewdhnlichen modalen Reduktion werden nicht die gesamten dyna-
mischen Schnittlasten als Uberlagerung der Eigenfunktionen dargestellt, sondern nur die
Abweichung von der statischen Lésung. Da die Antwort der nicht berticksichtigten Eigen-
funktionen nur wenig von der statischen Losung abweicht, falls die zugehérige Resonanz-
frequenz gréRRer als etwa das Dreifache der Erregerfrequenz ist, ergibt sich eine deutlich
bessere Konvergenz.

Die folgenden beiden Bilder zeigen die ohne und mit statischer Korrektur berechneten Ver-
laufe von Querkraft und Biegemoment fir eine Erregerfrequenz 2=2w;, und N=9 .
Durch die statische Korrektur wird die Unstetigkeit der Querkraft an der Stelle der Lastein-
leitung exakt erfasst, und der Verlauf der Querkraft ist wesentlich glatter. Beim
Biegemoment ergibt sich eine Verbesserung an der Stelle der Lasteinleitung.
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Querkraft Qy/(F,/2) : Biegemoment M /(F,L/4) :

0

ahne Korrektur
mit Korrektur

ohre Korrektur
mit Korrektur

Q0/0s
MO/Ms
&

A
n

=L =L

Beispiel: Kragbalken

Fr den in Abschnitt 3.3.2 behandelten homogenen Kragbalken, der durch eine am freien
Ende angreifende Einzelkraft angeregt wird, gilt fiir die Verschiebungsamplitude

FyL’ <+ (1)
3 Z (KVL)4V1(nV>WV(x>

mit W, (x)=cos(k,x)—cosh(k,x)—y,

W (x)=2

sin(Kvx)—sinh(Kvx)) und

_cos(k,L)+cosh(k, L)
Yv=sin (k,L)+sinh(k,L)

Die verbesserte Querkraft berechnet sich aus

dQ(ON) sz s N (_l)v
= ()=’ F 1’y — .
dx (x) Ely 0 ;(KVL)‘lVI(nV)WV(-X)
4 2
L PA_K Q_ 2
Mit B, o und o n, folgt daraus
dQy: Fose iy
() =22 3 (<1) 02V (0 )W, ()
v=1
Die Stammfunktionen der Eigenfunktionen lauten
w
fWv(x)a'xzKi[sin(xvx)—sinh(:<vx)+yv cos(Kvx)+<:osh(;<vx))]=i4 dx3v(x)
v I<V
Damit gilt fir die Querkraft:
N v 3
(X)/ N (—1) 1dWwW,
ro<x>——2FovZ:1 L (v1<m)—1)K—i — (x)+Cy
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Die Integrationskonstante C, wird aus der Randbedingung Q\"'(L)=F, bestimmt. Mit

W
S (1)=0
folgt: C,=F,
Damit ist gezeigt:
N v 3
(W) () — (—1) 1 d*w,
QY (x)=F, 1—2; L (V1<nv>—1)K—3 )

Eine weitere Integration flihrt auf das Biegemoment:

x N (1) B idzwv
L 2;(KVL)2(V1(UV) 1)K2 dx’

MY (x)=F,L (x)|+C,

Am freien Rand muss das Biegemoment verschwinden. Mit
aw,

dx2
folgt: C,=—F,L

(1)=0

Damit gilt fir das Biegemoment:

My =R E 1m0y EW gy g )o1) L

Die folgenden beiden Bilder zeigen die ohne und mit statischer Korrektur berechneten Ver-
laufe von Querkraft und Biegemoment fiir eine Erregerfrequenz 2=2w, und N=15

Querkraft Q,/F, : Biegemoment M, /F L

1.5

0.6

ohme Korrektur

ohre Korrektur

mit Korrektur mit Korrektur

Q0/FO
MOLF QL

=il =/l
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3.3.4 Fehleranalyse

Als Mal3 fiir den Fehler infolge der modalen Reduktion kann die Differenz
2

2 1, /(N)
aw dx

2

L 2 2 L
AEY=[ B [T g [ E1,
0 0

zwischen der elastischen Energie der exakten Losung und der elastischen Energie der
Naherungslésung verwendet werden. Mit

AWM (x)=w (x)-w™(x)

folgt:
L 2e |2 L 20N g2 v)\?
j"Ely‘”f dx:fEIydwz +dMl/ dx
0 dx 0 dx dx
L 20, (N)\2 L 21,7 (N) 52 (N) L 2 (n)\2
:fE[ydWZ dx+2 EIysz dmf dx+fEly% dx
0 dx 0 dx dx 0 dx

Wegen der Orthogonalitat der Eigenfunktionen gilt

L 27 (N) 42 (N)
AW d AW
J Er,=—= ——dx=0 .
0 dx dx
Daraus folgt fiir die Differenz der elastischen Energien:
L 2 (N)\?
(N)_ aAw

AEM={FI, o

0

Die Differenz der elastischen Energien ist also gleich der elastischen Energie der Ver-
schiebungsdifferenz.

Bei der modalen Reduktion ohne statische Korrektur lautet die Verschiebungsdifferenz

00

AWM ()= 2 g Vi)W, (x)

v=N+1

Unter Benutzung der Orthogonalitat der Eigenfunktionen berechnet sich die elastische
Energie des Verschiebungsfehlers zu

" L LW 2
N 2 2 v
AE( ): Z qst1<’7v>fEly 2 )dx
v=N+1 0 dx
Unter der Voraussetzung
n,<1l, v=N+1,...,©
gilt:  V,(n,)<V,(ny)
Daraus folgt die Abschatzung
= L, b ew,)
AEM<Viln,) X 4., [ BI|—*
v=N+1 0 dx?

Die Reihe I&sst sich mit Hilfe der statischen Lésung w,(x) berechnen. Aus
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folgt:
j w | $ 2} Iw.\
E.=| EI N\ ax=),q:, | EI * | dx
0 "\ dx? v=1 0 "1oax?
N L 2 2 L 2 2
dw daw
=y qivaIy | dx+ qiv_f El, 2“)dx
v=1 0 dx v=N+1 0
Also gilt:
L 2 2 N L 2 2
ES aw, aw,
> ¢ ) EL|— )dx:Es—Z ¢, El,|=— )dx
v=N+1 0 v=1 0 dx

Damit gilt fir die Energiedifferenz die Abschatzung

N L
ES_Z Q§valy
0

v=1

aw,
dx2

2
AE(N)SV?(UN) dx

Wie beim Stab wird ein dimensionsloses Fehlermald definiert, indem der Fehler in der
Energie auf die statische Energie bezogen wird:

2
AEN 1%,k d’w,
V)= - <VZ(n,) 1—E—Z‘1q§v{EIy dx

Wenn der Wert dieses Fehlermal3es klein gegentiber Eins ist, dann ist der Fehler in der
Energie und damit auch der Fehler in der Verschiebung und im Biegemoment klein.

Mit den relativen modalen statischen Dehnungsenergien
2

dx

qZ L
e. =—~| EI
Ll

aw,

2

lasst sich das Fehlermal? aus

5o

e(N)SV?(nN)

v=1

berechnen.

Mit statischer Korrektur gilt fir die Verschiebungsdifferenz

00

AWM (x)= 2 g, [Vi(n)=1W,(x)

v=N+1
Daraus folgt fir das Fehlermal3:
N
1—2 ew)
v=1

eV <[V (ny)-1f

c
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Beispiel: Gelenkig gelagerter Balken

Fir den in Abschnitt 3.3.2 behandelten homogenen Kragbalken, der durch eine am freien
Ende angreifende Einzelkraft angeregt wird, lauten die Entwicklungskoeffizient der sta-
tischen Losung

Fy,L’ 2 (-1)"
El, 7*(2pu—-1)*

Fur die elastischen Energien der Eigenfunktionen gilt:

qsv:qSZuflz_

L 2 2 L 4
aw, _ 2 2, 1 5 1y 1 o4
.(];E]y — dx—wv{pAWvdx—vapAL—EKVEIyL—Ev ?Ely
Daraus folgt
2 2
. jEI W, F,L’| 4 1 (2 1)m‘*my 2 F2I
sv = e H—1) /= ="
o | dx? El, | 7*(2u-1)p 2 > w EI, 2u-1)
Die statische Lésung lautet
F L3 2 3
w(x)=oz (Lxi3 fxp) jx 1
6EI,|2L{4 |L L 2
Ihre Ableitungen sind
d F L2 2 2 2 F L2 2 2
Ws =20z (3_1fx) x ) gfx 1V Tt (1 1jxy jx 1
dx 0El,|8 2|L L L 2 2E1,|8 2|L L 2
und
d*w F,L
S (x)=—222 x_ 1\ x
> 2B1,|"\L 2| L
Damit folgt fir die statische Dehnungsenergie:
0 F0L2 x 1\ x C(F LY ¢l [x 1 x 1\x [xV
E,=] EI || |2[Z—= - = [la[Z—=) —4{ 22242
0 2FEI, L 2/ L 4EI, L 2 L 2/L \L
Die Integrale berechnen sich zu
L 2 1 2 3]x/L=1
[ x_1 de=1 [ x_ 1) g(x|=Lf(x_1 =L
o \L 2 VL2 L] 3\\L 2] |21, 24
x/L=1
L) g (2] Laxlg(x) g |22 —L(x[] L L_5
o \L 2/ L s\ L] 2L \L 3\L) 4\L| |, oy, 12 48 48
flxfaet]2] L
0 L LZ 3 x=0 3

Fir die statische Dehnungsenergie gilt also
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_FLi1 5 1) ol
*4EI\6 12 3] 48EI,
Damit berechnen sich die relativen modalen statischen Dehnungsenergien zu
_9% 1
Y (2u—1)*

Fir die FehlermalRe folgt

und

mit M=(N+1)/2 .

Die folgende Abbildung zeigt das mit dem Quadrat des Uberhéhungsfaktors skalierte
FehlermaR e"/V?(n,) in Abhangigkeit von der Anzahl N der Reihenglieder.

1

0,01

0.001

le-04

Skaliertes Fehlermass

1le-05

le-06

1 10 100

Beispiel: Kragbalken

Fur den in Abschnitt 3.3.2 behandelten homogenen Kragbalken, der durch eine am freien
Ende angreifende Einzelkraft angeregt wird, lauten die Entwicklungskoeffizient der sta-
tischen Lésung
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2(—1)'F F. L’ (=1)
q:( VF, 1 Fl (-1
Sv 2

w, pAL_ E[y (KVL)4

Fur die elastischen Energien der Eigenfunktionen gilt:

L

[ EI

0

aw,
dx2

2 L
dc=w’[ pAWldx=w.p AL=k}EI /L
0

y

Daraus folgt

L 2 3\? 2.3
W F,L FlL
¢ | Bl |=—] dx=4|—2 L g =g L
0 E[y (KVL) EI,V (KVL)

Die statische Lésung lautet

2 3

_F,L’

—_ 0" [3[X
6EI,

L

X

w(x) 7

Ihre zweite Ableitung ist
d’w, F,L

= (x)==2
dx EI

X

L

y

Damit folgt flir die statische Dehnungsenergie:

2 2,31
F,L
dx=—2— f

EI, %

L 2

E,=[ FI
0
_1RL
3 E,

F,L

2
1-X d

L

y

X
L

X
L

y

Die relativen modalen statischen Dehnungsenergien berechnen sich also zu
12

(i, L)’

Fur die Fehlermal3e folgt

- 1
1-12
;1 (k,L)*

sv

e(N)SVf(mv)

und

N
M <[V, (ny)—-17[1-12) —

1 (KVL)4

Die folgende Abbildung zeigt das mit dem Quadrat des Uberhéhungsfaktors skalierte
FehlermaR ¢"™'/V?(n,) in Abhangigkeit von der Anzahl N der Reihenglieder.
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0,01

0.001 F

le-04

le-05 |

Skaliertes Fehlermass
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1le-07

1 10 100

3.4 Wellenausbreitung

Die Eigenfunktionen beschreiben so genannte stehende Wellen, bei denen jeder Punkt
des Balkens die gleiche Phasenlage hat, d.h. Extrema und Nulldurchgange erfolgen an je-
dem Ort des Balkens zum gleichen Zeitpunkt. Durch Uberlagerung der Eigenfunktionen
|asst sich jede beliebige Auslenkung, die mit den wesentlichen Randbedingungen ver-
traglich ist, darstellen.

Es soll nun untersucht werden, wie sich Wellen entlang eines unendlichen homogenen
Balkens ausbreiten. Dazu wird wie beim Stab der auf d'Alembert zuriickgehende Lésungs-
ansatz

w(x,t)=f(x—czt)+ fH{x+cyt)

mit zwei unbekannten Funktionen f,(y) und f,(¥) sowie einer unbekannten
Konstanten c¢; gemacht.

. . dy, dy, ay, dy,
Mit y,=x—czt und y,=x+ct giltwegen —=1, —=1 und —=-c,, —=c
Y1 B Y2 st g g I dx di B B
fur die Ableitungen:
84W:d4f1+d4f2 azwzcz d2f1+@
ox' dyt s e |y 4y

Einsetzen in die Wellengleichung fuhrt auf
d* af d d’
{1+c§p‘4 j:1+ {2+c§pA J:2=0
dy, El, ay dy, El, dy,

Die Wellengleichung ist also erfillt, wenn jede der beiden Funktionen die gewdhnliche Dif-
ferentialgleichung
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4 2
a/ {+k2d f—O

dy dy®
erfllt. Dabei ist
k=c, PA
EI

y

die Wellenzahl.

Im Gegensatz zum Stab kénnen beim Balken die Funktionen f, und /f, nicht beliebig
gewahlt werden, sondern sie missen eine Differentialgleichung erflillen.

Zur Lésung der Differentialgleichung wird zunachst

substituiert. Die Funktion g muss dann die Differentialgleichung
2
4 ‘§+k2g=0
dy
erflillen. Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung ist
g(y)=A,cos(ky)+Aysin(k y) .

Zweimaliges Integrieren ergibt
A, A, . .
f(y)z—Fcos(ky)—Fsm(ky)+C3x+C4=C1cos(k y)+C,sin(ky)+Cyy+C, .

Damit lautet die allgemeine Lésung fir die Verschiebung:

w(x,1)=C,cos|k(x—cyt)|+C,sin|k(x—cyt)|+D;cos|k(x+cyt)|+Dysin|k(x+cpt))
+Cs[x—cyt|+Ds|x+c,t|+C,+D,

Die Konstanten Cs, C4, D; und D, beschreiben eine Starrkérperbewegungen des Balkens,
die in der Regel durch die Randbedingungen ausgeschlossen werden. Die librigen Terme
beschreiben die Biegewellen des Balkens, die nur in der Form von harmonischen Wellen

auftreten kdnnen.

Fur die ersten beiden Terme gilt:
Clcos(k(x—th))+C2sin(k(x—th))zCcos(k(x—th)—(b)

kc,t
21 kx ‘s —cl))

2T 2T

=(C cos

Mit der Wellenlange

A=2T
k
und der Periode
p=2m_2m
kc, @
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gilt:

C,cos(k(x—cyt)+C,sin(k(x—c4t)|=Ccos|2m %—%)—d;)
Wird die Ortskoordinate x um die Wellenlange A und die Zeit t um die Periode T erhoht, so
gilt:

Ccos|2m XIA—# —¢|=Ccos|2Tm %+1—%—1)—¢ =Ccos|2T %—%)—4))

Ein Beobachter, der sich in der Zeit T um die Strecke A weiterbewegt, beobachtet die glei-
che Phasenlage der Welle. Die Geschwindigkeit

A _27T kCB_

A _4T =c,

T k 2m
wird daher als Phasengeschwindigkeit bezeichnet.
Aus

k:CB -

EI EI
oot (B2 L
pA pA

Die Phasengeschwindigkeit hangt also von der Wellenlange ab. Harmonische Biegewellen
mit unterschiedlichen Wellenlangen haben unterschiedliche Phasengeschwindigkeit.
Dieses Verhalten wird als Dispersion bezeichnet.

folgt

Fir numerische Analysen z.B. nach der Methode der Finiten Elemente ist es wichtig, die
Abhangigkeit der Wellenlange von der Frequenz zu kennen. Damit Iasst sich entscheiden,
wie fein die Diskretisierung sein muss, wenn eine Obergrenze fir die Frequenz vorgege-
ben ist. Bei Verwendung von Elementen mit einem linearen Verschiebungsansatz sollten
mindestens sechs Elemente pro Wellenlange verwendet werden.

Die Frequenz ist definiert durch

1w
f_T 2

c
Fir die Wellenlange gilt: AchT:7B .
Mit

2w |El,

Cp="75—1—=
BT A oA

A:z_le& |, y_2m |EL
S AV pA flpA
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Also gilt:

‘e /z_nj&
S VpA

Die gefundenen Beziehungen sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt.

Wellenzahl: = 21T
Phasengeschwindigkeit: A 2Tr /EJ El,
. pA PA
Periode: rp=l_2m_A_2
@ oy kCB

Kreisfrequenz:

Wellenlange: El,
A=c,T= \/2 T 4
f Vpa

Ein Balken kann als unendlich angesehen werden, wenn seine Lange grol3 gegenuber der
gréRten Wellenlange ist. Dann sind die Biegewellen wegen der immer vorhandenen
Dampfung abgeklungen, bevor sie auf den Rand des Balkens treffen.

Allgemeine Biegewellen lassen sich als Uberlagerung von harmonischen Biegewellen dar-
stellen:

00

t)=[ C\(k)cosk(x—c,t) dk+fc2 k)sink (x—cpt)dk

+

o8

D, (k)cosk(x+c,t) dk+fD )sink (x+c4t)dk

Bei der Integration ist zu beachten, dass die Phasengeschwindigkeit von der Wellenzahl
abhangt. Die Funktionen C,(k) , C,(k) , D,(k) und D,(k) kénnen aus den
Anfangsbedingungen bestimmt werden. Da sich die einzelnen harmonischen Wellen mit
unterschiedlicher Phasengeschwindigkeit ausbreiten, verandert die Welle ihre Form.

Die Anfangsbedingungen lauten

00

wo(x)=w (x,0)= [ (€, (k)+ Dy (k) cos (k x)dk+ | (C(k)+ Dy(k)sin (k x) dk

0

und

volx )= (x,0)= [ ke[ (k)= Dy (k)| sin(kx)dk— | key|Calk)—Dy(k)|cos(kx)dk
Sind 0 0

Wo(k)zj wo(x)cos(k x)dx—i f w(x)sin (k x ) dx
und °°
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fvo )cos(k x)dx —lfvo )sin (k x) dx

die Fourier-Transformationen der Anfangsbedingungen, dann gilt:

C,(k)+D,(k)==

—R(Wo(k)] . Cy(k)+D,(k)=——T(W,(k)|

kol CLk)= Dy (k)=—= (VoK) + ke,|Cylk) =Dy (k)|=—= RV, (k)]

Beispiel:
Es wird ein unendlicher homogener Balken betrachtet, der die Anfangsauslenkung

“ 1 1+cos|m=

wo(x)=
0, \x|>L
und die Anfangsgeschwindigkeit
Vo(x)=0
hat.
Aus V,(k)=0 folgt: D,(k)=C,(k) und D,(k)=C,(k)

Die Fourier-Transformation der Anfangsauslenkung ist

L

)

—L

L
Wo(k):W;’”x 1+cos|m— cos(kx)dx—if 1+cos|m—||sin(k x)dx
—L

Das erste Integral berechnet sich zu

L . . . x=L
f 1+cos|m=||cos(kx)dx= sin|(m/ L k)x)+sm((rr/L+k)x)+sm(kx)
“L 2(rt/L—k) 2(m/L+k) k|-,
:sin(n—kL)+sin(n+kL)+2sin(kL):LSin(kL) 11 +l
w/L—k w/L+k m—kL Tm+kL kL
. 2
=2 Lsin(k L)| — % _pSEL) Z(kL) _
m —(kL) kL — (kL)
Das zweite Integral berechnet sich zu
L x=L
L— L
[ [1+cos|m 2| |sin (k x)dx= cos|(r/L—k)x] _ cos|(r/L+k)x| _cos(kx) =0
° 2(/L—k) 2(mr/L+k) k ——1
Damit gilt:
1 W L sin(k L kL)
Cl(k):_m(wo(k)) £1) 1+ z< : 2
27 2 kL o> — (kL)
C,(k)=0

Die folgenden Bilder zeigen die Funktion C,(k)/w,..L und die Verschiebung
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w(x,t)/w,, fireinige Zeitpunkte.

C,(k)Iw,, L : w(x,t)/w,

0.16

t/tref =0.0000 ——
tstref =0.5000 ——
t/tref =1.0000 ——
0.6 t/tref =5.0000 —— 4

C1(kL) # wmax * L
wAman

kL wAL

3.5 Rayleigh-Ritz-Verfahren

Wahrend sich flir homogene Balken in vielen Fallen analytische Lésungen fir die Eigen-
funktionen und Eigenfrequenzen angeben lassen, ist das flir Balken mit veranderlichen
Kennwerten in der Regel nicht mehr mdglich. Naherungslésungen kénnen mit dem Ray-
leigh-Ritz-Verfahren ermittelt werden, das auf der schwachen Formulierung des Eigen-
wertproblems basiert. Das Rayleigh-Ritz-Verfahren bildet auch die Grundlage fir die Me-
thode der Finiten Elemente.

3.5.1 Rayleigh-Quotient
Die Eigenschwingungen sind Lésungen der schwachen Formulierung

2

L 2 2 L

>w .
[, AW Es g2 [ p AW W, dx=0
0 0

fur alle Funktionen W (x) , die die wesentlichen Randbedingungen erfiillen.

Da die Eigenfunktionen W, (x) die~ wesentlichen Randbedingungen erflllen, muss die
schwache Formulierung auch far W (x)=W,(x) erfillt sein. Daher gilt:

L

J o,

0

aw,

2

2 L
dx—w? [ pAW?dx=0
0

Wenn die Eigenfunktion W,(x) bekannt ist, kann daraus die Eigenkreisfrequenz w, be-
stimmt werden:

aw.\
dxzv)dx

L
J E1,
(UZ: 0
v L

[ pAW?dx

0
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Der Ausdruck auf der rechten Seite dieser Gleichung lasst sich fur beliebige Funktionen
V(x) definieren, sofern fur diese Funktionen die beiden Integrale existieren. Er wird als
Rayleigh-Quotient bezeichnet:

v\
dx

L

[ paviax

0

Der Rayleigh-Quotient ist eine Abbildung, die jeder Funktion V (x) eine reelle Zahl zuord-

net. Solche Abbildungen werden als Funktionale bezeichnet.

Wenn die Funktion V(x) die wesentlichen Randbedingungen erfillt, dann kann sie als
Uberlagerung der Eigenfunktionen dargestellt werden:

=2 9.W
v=1
Damit berechnen sich die Integrale zu
L 2. \2 w L 2 2 L
d’v aw,
JEL || ax=2" ¢ [ BT | =2 ax=D 2w’ p AW2dx
0 dx v=l 0 dx 0

und
L - L
[paviax=Y g [ pawldx .
0 v=1 0

Fur den Rayleigh-Quotient folgt

i fwprde i(w
v=1 0 2 v=1
1

R(V)= =w?:
Z 3] p AW dx 2. q
v=1 v=1
Die Glieder beider Reihen sind alle positiv. Wegen w,<w, gilt daher

2 [

v=1

1

2 L
| g1 paWlar
0

AW dx

© S
he

)qvprW dx>2qvprW dx |

v=1

was
R(V)zw’

zur Folge hat. Gleichheit tritt genau dann auf, wenn ¢,=0 fir v>1 gilt, d.h. wenn die
Funktion V (x) ein Vielfaches der ersten Eigenfunktion W,(x) ist.
Damit ist gezeigt:

Unter allen Funktionen, die die wesentlichen Randbedingungen erfillen, hat der
Rayleigh-Quotient den kleinsten Wert flir die erste Eigenfunktion.

Wird der Rayleigh-Quotient fiir irgend eine Funktion V,(x) berechnet, die die wesentli-
chen Randbedingungen erflillt, so gibt er eine obere Schranke fiir die Eigenkreisfrequenz
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der Grundschwingung an. Ergibt sich fiir eine andere Funktion V,(x) , die ebenfalls die
wesentlichen Randbedingungen erfillt, ein niedrigerer Wert, so ist dieser Wert eine besse-
re obere Abschatzung der Eigenkreisfrequenz der Grundschwingung.

Beispiel:

Mit dem Rayleigh-Quotient wird die Eigen-
kreisfrequenz der Grundschwingung flr p
den abgebildeten Balken mit veranderli-

chem Querschnitt abgeschatzt. -~~~ ----- 1= - >

Die wesentlichen Randbedingungen /<7L/24>L7L/244

lauten:

Als Testfunktion wird die Funktion
V(x)=x
gewahlt. lhre Ableitungen sind
2
dv d'v (x)=2 |

—(x)=2x ,
dx dx?

Die Testfunktion erfillt die wesentlichen Randbedingungen. Daher liefert ihr Rayleigh-
Quotient eine obere Schranke fir w;.

Die beiden Integrale berechnen sich zu

L/2

L
[ Erp, dV dx=EI j4dx+/3E1 j4dx 4FI, +B§)=2E1yL(1+B)
0 L/2
und
L2 e L2 5L 5
prde pAfxdx+o<pAfxdx pA ro| | |=2AL 14314 .
L2 0 5|12 160
Damit lautet der Rayleigh-Quotient:
ET 1+5
R(V)=320 -
(V) pAL* 1+31la

Fur den homogenen Kragbalken ist «=1 und p=1 . Damit ergibt sich folgende Ab-
schatzung:

EI
w: <20 y4
pAL
Die exakte Lésung ist
JEI EI
wi=k; —2=1,8751" —2-=12,36 —
pA pAL pAL
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3.5.2 Ritz-Verfahren

Im Gegensatz zum Rayleigh-Quotienten benutzt das Ritz-Verfahren keine festen Test-
funktionen, sondern arbeitet mit einer Uberlagerung von Testfunktionen. Die Koeffizienten
fur die Uberlagerung werden so bestimmt, dass ein Funktional einen Extremwert annimmt.
Damit lassen sich auf einfache Weise oft sehr gute Naherungen erreichen.

Das Funktional fir die Biegeschwingungen eines Balkens ist gegeben durch
wi=L [ e,
2 0

Es ordnet jedem Paar (w,W (x)| eine reelle Zahl zu, wobei von der Funktion W (x)
wieder verlangt wird, dass sie die wesentlichen Randbedingungen erfillt.

dx .

2
R ) —wszwz

Seinun W (x) eine weitere Funktion, die die wesentlichen Randbedingungen erfiillt.
Dann gilt

dx— w21pr (W+eW Px .

L
o]
H(w,W+eW):§fEly

0

2
ddxv;/ L W W)
Fir fest vorgegebene Funktionen W (x) und W (x) sowie festes w istdadurch eine
Funktion

fle)=IT(w,W+eW)
definiert. lhre Ableitung ist

ar [ m,

L
dx—wzf pA(W—i—eW)de
de

dx2 )

a’w  dPwW\d*w
2 +€ dX2
d

d’

EI

= dx—w ijWde+2eH(w W)

y

o~ o

Ist speziell W (x)=W,(x) eine Eigenfunktion und w=w, die zugehérige Eigenkreis-

frequenz, so gilt:

QZZGH((UV,W)
de

Fir e=0 ist die Ableitung Null. Das Funktional hat also fir alle Eigenschwingungen
(wv, W, (x)| einen Extremwert. Diese Eigenschaft wird beim Ritz-Verfahren ausgenutzt,
um Naherungslésungen zu ermitteln. Dazu wird zunachst der Naherungsansatz

=Z 0, %)

gemacht. Die Funktionen ¢,(x) sind Ansatzfunktionen, die die wesentlichen Randbe-
dingungen erfillen, und ¢@; sind zunachst unbekannte Koeffizienten.

Wird der Naherungsansatz in das Funktional eingesetzt, so wird das Funktional zu einer
Funktion der Koeffizienten a; sowie der Kreisfrequenz w :

Zaqb

2 2

n d2(l)

—w’pA dx=P(w,a,...,a,)
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Die Koeffizienten a; werden nun so bestimmt, dass die Funktion P(w.a,...,a,) einen
Extremwert annimmt. Die Bedingung dafiir lautet

oP

=0, j=1,..
aa b .] bl ’n
Daraus folgt
L
" d o ¢ $ :
f — Z a;p;|p,;|dx=0, j=1,....n
0

i= 1 i=1

Das ist ein Eigenwertproblem, aus dem die n Koeffizienten a; sowie n Eigenkreisfrequen-
zen ®; bestimmt werden kdnnen, die Naherungen fiir die Eigenkreisfrequenzen w,
sind.

Mit den Abklrzungen

b d>d . L
<l2>1 d;fdx und  my=m,=[ p A dx
0

klj:kﬂ:{ﬂy

lautet das Eigenwertproblem

ki, - ky, , my, my,|(||a;| |0
i C|Tw : ST
knl knn mnl mnn an 0
bzw.
|[K—w*M)a=0 .

Die Matrix K wird als Steifigkeitsmatrix und die Matrix M als Massenmatrix bezeichnet.

Das Ritz-Verfahren lasst sich leicht auf den Fall erweitern, dass der Balken auf einzelnen
Federn gelagert und mit Punktmassen belegt ist:

In diesem Fall muss das Funktional um die Beitrage der Federn und der Punktmassen
erweitert werden:

_1L
Wiy |En

Die Elemente der Steifigkeitsmatrix berechnen sich nun aus

2 Ny

dx+= ch xk)—%z msz(xk)
k=1

wAW

2
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L d2¢i Y ny
:{Ely i dxzjdx"']; Ck¢i(xk)¢j<xk)

und die Elemente der Massenmatrix aus

L ny,

mij:mﬂ:_[ p A dx +Z mdei(Xk)ij(xk) .
0 k=1

Beispiel: Kragbalken mit veranderlichem Querschnitt

Mit dem Ritz-Verfahren wird eine Na-

herung flr die Eigenkreisfrequenz der P
Grundschwingung des bereits in Abschnitt

3.5.1 unersuchten Kragbalkensmit -~~~ ~(-~-~-~-~ -~~~ -~~~

veranderlichem Querschnitt bestimmt. e p 12

Als Ansatzfunktionen werden die

X

Funktionen
X 2 X ’
¢, (x)= 7| und ¢a(x)=|—
verwendet.
Ihre Ableitungen sind
dé,_2[x| d'¢p_2
dc« L\L| = g* 12
und
d¢,_3(x\  d’¢,_6[x
dc L\L a I\ L
Es ist leicht zu sehen, dass die Ansatzfunktionen die wesentlichen Randbedingungen
W(0)=0 und
AW (0)=0
dx
erfillen.

Fir die Elemente der Steifigkeitsmatrix folgt:

L/2 2 2
El El
kn—f EI, 2z dx+f BEI, 22 dx=4—3" £+B£)=2—!(1+BJ
L2 L"\2 2 L
L2 L/2 L
2 2 El || x° [xj )
=k, = =6 |ax+ | BEI 6—dx 12— =] +B|>=
{ y(L L'[2 ( L’\2) 2
L EI
=+ 1+
(4 ) L 13
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LI2 X 2 L X 2 EI ([ LI2 e L
kzzzf EI|6-5| dx+ [ BEI,|6-5| ax=36—||2—| +B|>
L2 L 3 ) 3 lin
EI EI
_12—L— 3 L _3—y(1+73)
L° 2 p

Die Elemente der Massenmatrix berechnen sich zu:

o
m,=| pAl—
11 0 L

pAlL> 31
—_ —+ _
57432 0(32

L2 X

m12:m21:f pA(—
0 L/2
pA|[L" 63 ¢
=L | ta =L

61>\ 64 0(64
L/2 X 6 L

mBZI;u%—-dw+fapA
0 L L2

_pA[ L, 127 5| _pAL
7101128 128 896

Damit lautet das Eigenwertproblem:

4 L 4 A
ch+]apAi£¢k:£— —

L/2 L

pAL
160

1+31«]|

5 L 5 A
dx+ f apA(%) dx="L

:pAL(
384

1+63a

dx—pA

L

1+127 x|

411+8) 3(1+38)|_
3(1+38] 3(1+78]

szL
13440

84(1+31«x| 35(1+63«]
35(1+63a) 15(1+127«]

Fur den homogenen Kragbalken mit «=1 und =1 wird daraus

20

q

EL|8 12| .pAL[84 70 \a,| [0
21°[12 24 420 (70 60|/|a,| |0
Die charakteristische Gleichung folgt aus
4 EI, 126 El, 1 ,
pAL* 5 pAL* © ~0
6 EI, —lwz EI, —lwz
pAL* 6 pAL* 7
zu
_EI, | 34| EI, 2 1 4
12| —* w + =0 ,
ALY 35\ oAl 1260 0
was sich zu
2
EI
w'—1224| — |0’ +15120| —; | =0
pAL pAL
FH Landshut 3-42

Prof. Dr. Wandinger



Elastodynamik 2 3 Balkenschwingungen

vereinfachen lasst. Die L6sungen sind

_ 2 EIy ( 2
®),=—[612+6122-15120]
pAL

_ 2 EIy _2 Ely
d.h. 0;=1248 ———, ®,=1211,52
pAL pAL

Die exakten Werte flir die ersten beiden Eigenkreisfrequenzen sind

4

EI EI
w;=1236—27, w;=48552—= .
pAL pAL
Mit den gewahlten Ansatzfunktionen liefert das Ritz-Verfahren eine hervorragende Na-
herung fir die erste Eigenkreisfrequenz.

Beispiel: Kragbalken mit Endmasse

Fur den in Abschnitt 3.2.4 behandelten
Kragbalken mit einer Punktmasse am frei- p, A EI m
en Ende soll mit dem Ritz-Verfahren eine <?’

Naherung fir die Eigenkreisfrequenz der _ X
Grundschwingung bestimmt werden.

Die wesentlichen Randbedingungen sind
W(0)=0 und
aw
dx

Als Ansatzfunktionen kénnen die gleichen Funktionen wie beim Kragbalken mit veranderli-
chem Querschnitt gewahlt werden:

(0)=0 .

2 2
X d°¢p 2
bi(x)= o e
3 d2
b, (x)=| X b2_6[x
L dx® L*\L

An der Stelle, an der sich die Punktmasse befindet, haben die Ansatzfunktionen die Werte
¢1(L):1 und ¢2(L):1 .

Die Steifigkeitsmatrix ergibt sich mit «=1 und B=1 aus der Steifigkeitsmatrix des Krag-
balkens mit veranderlichem Querschnitt zu

x=FL[s 6
126 12
Bei der Massenmatrix muss noch der Beitrag der Punktmasse addiert werden:
2
M=par|ll5 16 b1(L) ¢1(L2)<1>2(L) :pAL[42 25]+m{1 1]
1/6 1/7 ¢, (L)ep,(L) ¢>(L) 210 [25 30 11

Mit dem Massenverhéltnis
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Elastodynamik 2 3 Balkenschwingungen

p=—""_
pAL
wird daraus
_PALI42+210u 25+210pu
210 |25+210u 30+210pu
Aus
det| K —w*M|=0
folgt:
EI, |1 , |, EI (1 ) 2
Y Y
—|=+u —|=tu|w
pAL* (5 ) AL* \6
EI 1 2 EI 1 2
6 ———|—+u 12— —|=+u|w
pAL* |6 pAL* \7
2
EI EI
= = l—i—u w?|| 12—~ l—i—u w? |6 —2L— l—i—u w’
pAL" 15 p 7 pAL* |6
2
1 1 1 . EI, 1 1 1 2
=||=+u||=+u|—|=+ — 4\ —+pu|+12|=+pu|—-12{ =+
SR U B T B Y ) il A e T Bt PR
2
El
+12|—
pAL
EI El, |
=( CE S = 4u+£ *+12|—2| =0
105 1260 AL 35 pAL
Damit lautet die charakteristische Gleichung:
) EI ’
[12p+1]w' =36 —7(140 u+34/+15120| —=| =0
pAL pAL

Die Lésungen sind

L, EI, 36(70u+17)2V36%70 u+17/ —15210(12 p+1]

W ,,=
12 pAL4 12u+1
EI :
=3 : (12(70u+17)i\/144(4900u2+2380u+289)—1680(12u+1))
R2u+l pAL?
EI
=2 B 1270 i+ 171705600 12+ 322560 i+ 39936
12u+1 pAL?
EI
=12 Y210 +51+£2v11025 4% +5040 y+ 624
12u+1 pAL?
Das folgende Diagramm zeigt die dimensionslose Kreisfrequenz
w1,=w1L2 L4
EI
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3 Balkenschwingungen

der Grundschwingung in Abhangigkeit vom Massenverhaltnis. Die mit dem Ritz-Verfahren
ermittelte Naherung stimmt sehr gut mit der exakten Lésung Uberein.

omega_1lr

FH Landshut

3.

]

Gruhdschwingung {ewakt)

Grundschwingung (Ritz) +

0.2

0.

4
my
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