Kinetik radioaktiver Zerfallsrethen

von Jens Christoffers
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1
Problemstellung

Ein radioaktves Nuklid zerfillt nach
einer Kinetik erster Ordnung. Seine
Konzentration tber die Zeit laflt sich
durch die einfache Differentialgleichung
(1) Ny(9 = -kNy(r)

beschreiben, die als Losung die einfache
Exponential funktlon

(2) Ny(p) = Noe!

besitzt. NY ist h1erbel dle Anfangskon-
zentration des Nuklids zum Zeitpunkt
t = 0 und k; die Geschwindigkeits-
konstante der Zerfalsreaktion, die mit
der Halbwertszeit 7, nach

In2
3) kl = T_x
zusammenhangt.

Der Zerfall in einer radioaktiven Zer-
fallsrethe dagegen laftsich durch m Fol-
gereaktion erster Ordnung beschrei-
ben:
ki ke kyoky,

) Ay = Ay Ay > Ay
A, ist dabei das stabile Endprodukt
der Zerfallsrethe. Die Konzentrationen
der Nuklide A, in der Zerfallsreihe las-
sen sich durch ein System gekoppelter
inhomogener  Differentialgleichungen
(9) beschreiben:
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Ni(1) = -k, Ny(t)
Ny(t) + ky Ny(t) = k; Ny (1)
N’s(t) + k3 Ny(r) = ky Ny(r)

Nn(t) + kn Nn(t) = kn—l Nn—l(t)

Ning1(1) = ki, Np(t) (%)
Die Losung dieses Differentialglei-
chungssystems ist bekannt und von
Rutherford et al. [05] sowie Bateman
[02] (sieche auch [04]) diskutiert worden.
Erofeev [03] (siche auch [01]) gibeine
Losung mit sogenannten ,kinetischen
Determinanten® an.

Im folgenden soll eine weitere Losung
fiir das Gleichungssystem (9), die auf
emer rekursiv definierten Funktion
basiert, vorgestellt werden, bewiesen
und an einem Beispiel angewendet wer-
den.

2
Losungsweg
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Herleitung von Nj, N3 und N,

Die inhomogene Differentialgleichung
7)1 aﬁt sich durch Integration losen

(7) () + k Nn() kn an l()
(10) Ny(t) = eF [NO
+ \ kn—l Nn-l(t) eknt dt] ’

Setzt man in Gleichung (10) mit n=2
Ny(t) aus Losung (2) ein und inte-
griert, so ergibt sich fir Ny(t):

(1) Ny(y) = N3(p)e ™

KNG 7 ke
+§_N4kl(ek_ek).

Ebenso erhilt man aus (10) fiir n=3
und (11) den Therm fir N5(t):

N9 gt

(e—klt _ e—k;t)

(12) Ny(r) =
kNS
B22N2
* k3 kz

Epelter inhomogener Differentia

osungsweg, der auf einen leicht programrmerbaren

rekursiven Algorithmus hinauslauft.
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Analoglafit sich aus (10) und (12) Ny(t)
herleiten:

(13)
N, (1) = N§ e
L kaNg

ky-ks (- e™)

ky k, NI ( Kyt +z)
(ky-ka) (ks-ky)
SR

__kikp Ny
(ks-ky) (ky-ks)
k} kz k] N? (e-k|( _ e—ku)
(ko-ky) (ks-ky) (ky-ky)
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ks k, k, N? =
* (korky) (koky) (keks) )

kK N1 (- )
(ka-ky) (ks-ky) (ky-ko)

ok NY ke
o) ok (k) )

Wie man sieht, wichst die Lange der
Therme rasch an, so dafl eine Losung
nach diesem Schema unzweckmifig ist.
Es gilt den Aufbau der Therme zu ver-
allgemeinern.

2.2
Vereinfachung der Funktionstherme

Der Therm fiir Ny(t) 1af3c sich in vier
Summanden unterteilen, so daf$ man bei
jedem dieser Summanden Sein NPaus-
klammern kann:

(14) Ny( t)—S (9 + S3(t) + Si(v)
+ Si(t) -

Definiert man, ) )

(15) E),:zkx'ky (e woe )

X,y ¢ IN; y<x

und verallgemeinert:

t) + :‘3 S(v)

i=1

(16) Nu(n =

so lassen sich die vier Summanden von

N,4(v) allgemein schreiben als:

(17) Sy =Nj ™"
(18) S34() = kot N3 Ef,
k. k. N°
(19) S2(t) = So-1¥n-2-n-2
2 (kn-l - kn-z)
( - 1) und
(20) Sp5(t) = n-2 Kn-3 n3
’ (kn—z kn__})

[y (B E8)

n 1
n n
n-2 °~ E'n—l) ] .

1
(ko1 - kn2) (

2.3
Verallgemeinerung fur beliebig lange
Zerfallsreihen

Definiert man

n-1
(21) K= N3, [1 k5 0<j<n
=n-j
und die rekursive Funktion
ES fiir x = n;
(22) Pn(;) = 1
k- k

y

dann gilt:
Satz: Man kann S (t) durch

(23) Sy =Ky - P, (3;}*‘)

ausdriicken.

Satz (23) bildet mit der Summe (16)
dann die Losung der Differentialglei-
chung (7).

Satz (23) wird im folgenden durch voll-
standige Induktion bewiesen.

2.4
Bewels

Daf Satz (23) fiir i=1und i=2 gilt, ist
offensichelich. Als Induktionsart wird
daher gezeigt, dafl Satz (23) firi=3 gilt.
Als Induktionsschlufl ist zu zeigen:
(241) Sy =K Py (R') 2>

(242) S31(9) =K P (1) (29).

n, x, y €IN;

[7:6") -0 () Jorxsm v

DieFolgerung (24) istjedochdquivalent
mit (25.)

(25.1) S34(9) = K- Po (247)
(25.2) S = K5t - Poy (R17)

denn Si%' und S%; | haben die gleiche
Form; die Thernmie unterscheiden sich
jeweils nur durch die Werte der Para-
meter N9 N%;., und ki mit n-i-1
<j<n. Dies erscheint auch anschaulich
klar, wenn man bedenkt, dafl der Ein-
fluff, den die Anfangskonzentration
eines Nuklids A,,_; auf Therm von N,
austibt, gleich der Wirkung von A,
auf N, ist. Daher wird Folgerung (25)
als Induktionsschluf gezeigt.

2.4.1 Induktionsart
Aus Satz (23) miti= 3 und den Defini-
tionen (22) sowie (21) erhalten wir:

(26) Shy(9) =N, T k-

=n-3

(kn—Z - kn—})

Pa(R) - Pa(R2) ]

woraus sich erneut mit Definition (22)

ergibt:
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Koog ks kooy NC
SE n-1 Hn-2 Bn-3 n-3
(27) Sa-x(D) = s

)R]
T LIOLACDY|

Durch nochmalige Verwendung von
Definition (22) erhilt man:

0
(28) 2_3(1:) — l{n—l kn-2 kn—3 Nn-3

]'1

kn-2 B kn—}
1 . .
[ -1 (B~ En
1 N .
) (kn—l - l‘{n—Zi <En—2 ) n—l):l ’

was schliefllich mit Gleichung (20) tiber-
einstimmt und somit Satz (23) firi=3
beweist.

2.4.2 Induktonsschluf}

Nehmen wir an, daf$ N =0 fiir 1<
n+1 und j # n-1 und \1 i =0, dann
erhalten wir aus (10) mit (16):

(29) S3H() = k, - o

fsni() - it de
0

Mit (25.1) als Voraussetzung ergibt
sich:

(30) Sp(y =

in <"’+'>

Mulmphzwren wir k, mit K}; unter
Beriicksichtigung von Definition (21)
und P, mit " unter Beachtung der
Definitionen (22) und (15), so erhalten
wWIr:

(31)
St (n =Kqi' €

Khi ¢ kovrt

n+|[ dt .

‘*'[] Qn <n 1+1) dt,

mit Q,, definiert als:

(3 Qu(3) := S k

[Qn () -

k, - k
n,x,yelIN;y<x<n.

Integrieren wir und setzen die Grenzen
ein, so folgt letztlich:

(33) SpH(n=KaH! -e"‘an-Rn(:;:é-‘),

mit R, definiert als:

0RO o

1
k, - ky
n, X,y elN; y<x<n

SchlieBlich wir R, mit e **!* ausmulti-
pliziert und es ergibt sich die
gewiinschte Formel zu

(25.2) SE(Y =KRH - Py (R11)),
mit P deﬁmert nach (22).

Da (25 1) als Voraussetzung in (29) ein-
geflossen ist und (29) dquivalent zu
(25.2) ist, wire die Guilugkeit von (25)
und somit auch der Induktionsschlufy
bewiesen.

N, besteht aus einer Summe von ver-
schiedenen S2*'; der Beweis 2.4.2 kann
daher ebenso mit allen N2, £ 0; -i<
i<n durchgefiihrt werden.

3
Ergebnis

Das Differentialgleichungssystem (9)
besitzt als spezielle Losung:

(2) 1<t> e

(35) Ny(t)= Nn ek
+§:[N?-Pn (" .};_171{}];
1<I_1[1gm .

mit P, rekursiv definiert als

ky -k
(36) P (5) =1 1
k- k
n, x, yeIN
y<x<n

kntt - ky)t - g (kns - kx>[> fir x=n

Qn (‘H) :Ifurx<n

1 1 .
'kyl:(knl' ) < o k

<e(kn+l ky)

[R,,(;;“)-Rn(;“)] fiir x<n;

1)
1)] fiir x = n;

% Angeregt zu dieser Arbeit wurde ich
| Mitte Mai dieses Jahres, alsich erfuhr,
dafl Hamburger Messungen nach die
Aktivitit von 131 ] anstieg, obwohl an
sich keine Zunahme der Belastung
durch dieses Nuklid durch radioaku-
ven ,Fall Out® als Folge des ukraini-
schen Reakrorunfalls mehr moglich
sein sollte. Ber der Entwicklung eines
Computerprogramms zur graphi-
schen Darstellung des zeitlichen Ver-
laufs der Nuklidkonzentratuon in
emer Zerfallsrethe entdeckee ich
»durch Zufall” ein allgemeines Auf-
bauprinzip der Funktonstherme. Da
ich im Juni mein Abitur in Wilhelms-
haven ablegte und danach mit den
Vorbereitungen zur 18. Internationa-
len Chemie-Olympiade beschiftigt
war, konnte ich erst im August die
Arbeit zu diesem Thema fortsetzen.
Inzwischen war ich nach Marburg
umgezogen, wo ich im Okrober ein
Chemie-Diplom-Studium an der
Philipps-Universitit begonnen habe.
Bei einem hier in Marburg durchge-
fiihrten Literaturstudium stellte 1ch
fest, dafl mein Losungsweg noch
nicht beschrieben worden war, was
mich endgiilng zur Niederlegung
meines Gedankenganges in dem bei-
gefugten Aufsatz veranlafite.

1 -k . ..
(e kyt . e'l"‘[> fiir x =n;

y [Pn (;“) - P, (z“)] fir x < n;

Keine zwei Nuklide dirfen gleiche
Halbwertszeiten haben: k, #l
Die Konzentration des stabllen Endnu—

klids kann beschrieben werden durch:

m+|

(37) N ZNO ZN(E

m+]

4
Diskussion

Die hergeleitete und bewiesene Losung
des Differentialgleichungssystems (9)
soll nun an zwei Beispielen diskutiert
werden.
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In Abb. 1 sind drei Funkuonen fiir um
Groflenordnungen  verschiedene  k,
(siehe Tab. 1) dargestellt. Die Zeit istder
Ubersicht halber logarithmisch auf-
getragen. Man sieht, dafl N, und Nj
jeweils thr Maximum erreichen, wenn
N, und N, annihernd gleich Null wer-
den. Hier kann der Einfluf} der Folge-
reaktionen konen durch Funktion (2)
gut beschrieben werden.

Abb. 1: k, und Groflenordnungen ver-
schieden, Parameter siehe Tabelle 2

Abb. 2 und 3: k, in der gleichen GrofSen-
ordnung, Parameter siehe Tabelle 2

Liegen  dagegen die  einzelnen
Geschwindigkertskonstanten in etwa
der gleichen Groflenordnung, ist eine
Beschreibung des Systems durch das
Gleichungssystem (9) unumginglich.
Abb. 2 und 3 erldutern diesen Sachver-
haltan einem Ausschnitt der Actinium-
Zerfallsrethe (siehe Tabelle 2). Alle
Funkuonen N, mit1<n <6 steigen bis
zu einem Maximum - dessen Lage
numerisch bestimmt werden kann -
monoton an. Mit wachsendem n wird
der Verlauf der Graphen immer ,fla-
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Tabelle 1

Tabelle 2 (nach [6]): Ausschnitt aus der Actinium-Zerfallsreithe

cher, d. h. - wie vor allem Abb. 3 zeigt
- die Funktionswerte der Maxima und
die Steigungen in emer besummren
Umgebung der Maxima werden immer
kleiner. Der Abfall der Graphen besitzt

eine ,virtuelle Halbwertszeit, die
wesentlich grofler ist als bei einem Zer-
fall ohne oder am Anfangeiner Zerfalls-
reihe. Z.B. wire Ny auflerhalb einer
Zerfallsreihe zum Zeitpunkt t = 100h
nur ca. /3 so grofl wie im beschriebenen
Fall. Im Extremfall, d. h. wenn NYund n
sehr grofl sind, verlauft der Graph nach
dem Maximum fast parallel zur Baszisse
(,radioaktives Gleichgewicht®).

5
Ausblick

Die beschriebene Losung des Glei-
chungssystems (9) lifltsich - im Gegen-
satz zu den von Rutherford et al. [05],
Batemann [02] und Erofeev [03], der n-
rethige Determinanten bensugt, gege-
benen Formeln - mit einem einfachen
Algorithmus programmieren. Die ver-
wendete Funkuon P, (36) lafltsich z. B.
in der Programmiersprache PASCAL
als rekursive Funktion darstellen. Die
einfache Programmierbarkeit dieses
mathematischen Modells ermoglicht
eine Anwendung zur Berechnung der

Gesamtaktivitit von radioaktiven Pro-
ben oder Abfillen, sofern die Zusam-
mensetzunng bekannt ist und kein Stof-
faustausch mit der Umwelt stattfindet,
also ein geschlossenes System vorliegt.
Auf eine Kontaminierung der Umwelt
nach Atomtests oder Reaktorunfillen
14t sich das Modell ebenfalls anwen-
den. Allerdings werden hier Transport-
vorginge in Boden und Luft - Faktoren
die sich wahrscheinlich einer quanutat-
ven Beschreibung entziehen - vernach-
lissigt, so daf§ das Modell fiir diesen
Bereich nur den Charakter einer Nihe-
rungslsung haben kann.
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