Abb. 9.7 Wird in der Mitte einer Rakete ein Licht eingeschaltet (Ereignis A), so
werden die gegeniiberliegenden Wénde fiir einen Beobachter, der in demselben
Inertialsystem ruht, gleichzeitig erhellt (Ereignisse B und C). Bewegt sich die
Rakete gegeniiber dem Beobachter, dann kdnnen B und C fiir diesen wegen der
Konstanz der Lichtgeschwindigkeit nicht mehr gleichzeitig sein, da das Licht fiir
ihn unterschiedliche Strecken zuriickzulegen hat. (Wegen der Lorentz-Kontrak-
tion ist die bewegte Rakete auch noch kiirzer fiir diesen Beobachter, was aber
keinen Unterschied fiir die Asymmetrie macht, die die Gleichzeitigkeit von B und
C aufhebt.)

absoluten Zeit aufgegeben werden, die in der Newton’schen
Mechanik unabhingig vom Bezugssystem fiir jeden Beobach-
ter gleich verrinnt und deshalb in den Galilei-Transformationen
(2.40) bis auf eine mogliche Verschiebung des Zeitnullpunktes
unverédndert bleibt.

Das Relativititsprinzip und die Konstanz der Lichtgeschwindig-
keit sind aber mit einer absoluten Zeit unvereinbar, wie leicht
einzusehen ist. Nehmen wir als ein Beispiel eine gleichfor-
mig bewegte Rakete, in der exakt in der Mitte eine Lichtquelle
eingeschaltet wird. Fiir alle Beobachter im Inertialsystem der
Rakete wird die vordere und hintere Wand der Rakete gleich-
zeitig erhellt (Abb. 9.7). Wird dies aber aus dem Inertialsystem
einer anderen Rakete, die sich mit grofer Geschwindigkeit ge-
geniiber der ersten bewegt, beobachtet, ergibt sich ein anderes
Bild. Auch in diesem Inertialsystem breitet sich das Licht in alle
Richtungen mit der gleichen Geschwindigkeit aus, aber die vor-
dere und hintere Wand der ersten Rakete bewegt sich nun vom
Punkt, wo das Licht seinen Ursprung hat, weg bzw. auf ihn zu.
Das Licht muss daher in der einen Richtung eine ldngere und
in der anderen eine kiirzere Strecke durchlaufen, sodass fiir das
bewegte Inertialsystem die vordere und die hintere Wand in der
ersten Rakete nicht mehr gleichzeitig erhellt werden. Wenn sich
die Rakete gegeniiber dem zweiten Inertialsystem nach vorne
bewegt, wird die hintere Wand zuerst erhellt, ansonsten ist die
zeitliche Reihenfolge gerade vertauscht.

Es ist nicht verwunderlich, dass vor Einstein kein Physiker an
der absoluten Zeit riitteln wollte, schon gar nicht an Begriffen
wie ,,Gleichzeitigkeit* und ,,zeitliche Abfolgen*, denn eine sau-
bere Trennung von Vergangenheit und Zukunft ist unabdingbar
fiir Kausalitit und Berechenbarkeit. Es wird auch nur dann zu
keinem Problem, wenn es keine Moglichkeit gibt, die Lichtge-
schwindigkeit zu iiberschreiten (was in der Newton’schen Me-
chanik mit den Galilei-Transformationen aber moglich wire).

Frage 1
Erweitern Sie das Gedankenexperiment mit den zueinander be-
wegten Raketen um ein mit Uberlichtgeschwindigkeit von einer
Wand zur anderen fliegendes Insekt, und iiberlegen Sie sich,
dass es zugleich in einem Inertialsystem vorwirts in der Zeit
und im anderen riickwirts in der Zeit reisend erscheinen konnte.

9.2 Lorentz-Transformationen

z P

Abb. 9.8 Standardkoordinatenwahl fiir die Transformation zwischen zwei In-
ertialsystemen, die sich mit Geschwindigkeit v zueinander bewegen. Bei r =
" = 0 sollen sie ihren gemeinsamen Koordinatenursprung haben, die x- und x’-
Achsen sollen parallel zu v sein, und es soll keine Drehung um letztere im Spiel
sein

9.2 Lorentz-Transformationen

Wir wollen nun unter Aufgabe einer absoluten Zeit die Transfor-
mationsgleichungen zwischen zwei Inertialsystemen S und S’
herleiten, die sich mit einer Geschwindigkeit v < ¢ zueinander
bewegen, und zwar so, dass das Postulat der Konstanz der Licht-
geschwindigkeit respektiert wird. Als Standardkoordinatenwahl
werden wir in beiden Systemen kartesische Koordinaten ver-
wenden, die zum Zeitpunkt ¢ = ¢ = 0 einen gemeinsamen
Koordinatenursprung haben und die so orientiert sind, dass sich
das System S’ entlang der positiven x-Achse von S bewegt.
Es soll auch keine Drehung im Spiel sein, sodass die Ebenen
y = Ound z = 0 den Ebenen y’ = 0 und 7/ = 0 entsprechen
(Abb. 9.8).

Mit Galilei-Transformationen entspriche dies (2.40) mitR =1,
by = 0und ty = 0, niimlichx’ = x—wvt,y =y, 7 = z,
" = t, und dies sollte im Grenzfall ¢ — oo auch bei den relati-
vistischen Transformationsgleichungen wieder herauskommen.
(Fiir Galilei-Transformationen hatte man iibrigens vor Einstein
keinen eigenen Namen. Diese erschienen einfach zu selbstver-
stindlich. Erst 1909 fiihrte der osterreichische Physiker und
Philosoph Philipp Frank, 1884—1966, diese Bezeichnung ein.)

Fiir die Suche nach verallgemeinerten, relativistischen Transfor-
mationsgleichungen konnen wir uns auf lineare Transformatio-
nen beschrinken, denn ansonsten wiirden gerade gleichformig
durchlaufene (und damit kréftefreie) Teilchenbahnen in S nicht
auf solche in S’ abgebildet werden. Mit den Forderungen

X =0  x=ut,
x=0 & ¥ =—vt,
Y =0 < y=0,

7=0 & =0,

9.14)

die jeweils fiir alle nicht beteiligten Koordinaten zu erfiillen
sind, ist diese lineare Transformation weiter eingeschréinkt auf

XY =A(x—vi), y =Cy, 7 =Cz. (9.15)
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Da die zweite Forderung in (9.14) fiir alle y und z zu gelten hat,
bleibt als moglicher linearer Ansatz fiir die Transformation der
Zeit

t = Bt — Dx. (9.16)
Da x = 0 nun X' = —wvf verlangt und fiir x = 0 einerseits
x’ = —Awvt und weiter ¢ = Bt ist, konnen wir B = A setzen.

Die Koeffizienten C und C konnen aufgrund der Isotropie des
Raumes nur vom Betrag von v abhingen, treten also unverin-
dert bei der inversen Transformation auf, sodass auch y = Cy,
z = CZ und damit C* = C* = 1 sein muss. Wenn wir C = —1
und C = —1 ausschlieen, was einer bloen Spiegelung von y
bzw. z entsprechen wiirde, konnen wir schon einmal

Y=y, 7=z 9.17)

setzen.

Aufgrund der postulierten Konstanz der Lichtgeschwindigkeit
miissen die restlichen Koeffizienten nun so beschaffen sein, dass
eine (notwendigerweise isotrope) Lichtausbreitung in S einer
solchen in S’ entspricht. Betrachten wir dazu eine Kugelwel-
le, die im Koordinatenursprung bei t = ¢ = 0 emittiert wird. In
S ist diese durch

4y 42 =07 (9.18)
gegeben und in S’ durch
4=
= A (2 — 2wt 4+ 0’ P) + P + 7 (9.19)
= *(A% — 2AD1x + D*¥%).
Ubereinstimmung mit (9.18) wird erreicht durch
1 v
A=B=——, D= —A, (9.20)

J1=v2/2’ c

wobei wir die positive Wurzel wihlen, damit fiir v = 0 die
Transformation zur Identitit wird (und nicht zu einer noch mog-
lichen Spiegelung von x und 7).

Frage 2
Rechnen Sie dies nach!

Im Grenzfall ¢ — oo ist offensichtlichA = B = 1und D = 0,
und alles reduziert sich auf die einfachen Galilei-Transforma-
tionen. Nur in diesem Fall hat die Zeit bis auf Verschiebungen
des Zeitnullpunktes eine absolute Bedeutung. Wie wir schon
aus dem Relativititsprinzip gefolgert haben, muss eine endliche
invariante Geschwindigkeit ¢ zu einer nichttrivialen Transfor-
mation der Zeitkoordinate fiihren.

Bevor wir weitere Konsequenzen diskutieren, werden wir zu-
néchst unseren Formalismus zur Umrechnung zwischen Inerti-
alsystemen den neuen Gegebenheiten anpassen und die Trans-
formationsgleichungen in Matrixnotation zusammenfassen.

Lorentz-Transformation in x-Richtung

In Matrixform geschrieben lautet die Lorentz-Transfor-
mation von einem Inertialsystem S auf ein Inertialsystem
S/, das sich gegeniiber S mit Geschwindigkeit v = f ¢ in
positiver x-Richtung bewegt:

ct’ y —By 0 O ct
X1 _|-By y 0 0 X
vy|=1 o o 1 o)l &2
7 0 0 0 1 b4
A (v)
mit den gebriuchlichen Abkiirzungen
1
= =y = . (9.22)
p Y 5

Die inverse Transformation zu dieser ,,Standard-Lorentz-Trans-
formation® ist durch v — —v bzw. § — —f gegeben,
A7 (v) = A(—v), also

ct y By 0 0 ct’
0 0 /
)y“ = ﬂo’” 5 1 0 ’y“, . (9.23)
z 0 0 0 1 4
Frage 3

Verifizieren Sie durch Ausmultiplizieren dieser Matrizen, dass
sie tatsdchlich zueinander invers sind! Zeigen Sie auflerdem:

detA(v) = 1. (9.24)

In obiger symmetrischer Form publizierte Poincaré diese Trans-
formation 1905 wenige Wochen, bevor Einstein seine Arbeit
zur speziellen Relativitétstheorie einreichte, und nannte sie
Lorentz-Transformation (Poincaré 1905). Diese Transforma-
tion wurde von Lorentz 1892 in einer Form aufgestellt, die
bei der Transformation der Zeitvariablen Fehler der Ordnung
v?/c? zulieB. Erstmals komplett formulierte sie Larmor 1897.
Eine Version, die sich nur durch eine Skalentransformation da-
von unterscheidet, wurde iibrigens bereits 1887 vom Gottinger
Physiker Woldemar Voigt (1850—1919) bei der Analyse der Wel-
lengleichung gefunden (Voigt 1887), war ihrer Zeit aber zu
weit voraus, um voll verstanden zu werden, und blieb unbeach-
tet. (Skalentransformation bedeutet hier, dass alle Langen- und
Zeiteinheiten um einen gemeinsamen Faktor verdndert werden.
Die Physik ist im Allgemeinen nicht invariant unter Skalen-
transformationen, die Wellengleichung dagegen schon.)

Lorentz- und Poincaré-Gruppe

Poincaré zeigte auch bereits 1905, dass die Lorentz-Trans-
formationen fiir beliebig orientierte Geschwindigkeiten v mit



